Chapitre NOMBRES COMPLEXES Partie 11

1 Module d’un nombre complexe

Définition
Soit z un nombre complexe avec z = a + tb ol a et b sont réels.

Le module de z est le réel va? + b2. On le note |z|. Donc on a : |z| = va2 + b2.

Interprétation géométrique de |z|.

------- - Le repére du plan complexe est (O, @, 7).

pho— M(z) . M est q’aﬁixe z. On a donc d’aprés le théoréme de
L ythagore :
| OM = va? + b2 donc

. . I. ......

A

— |

v : |z| = OM ou O est l'origine du repére.

ol w - a

Exemple :

11— 2i| = /12 + (-2)2 = V/5.

Distance entre deux points ou longueur d’un segment.
La longueur du segment [AB] ou A et B sont d’affixes z4 et zp vaut :

AB = |z —zA| = |zA — zB|.

Preuve :

A et B sont d’affixes z4 et zp avec z4 = x4 +iya et zp = xp + iyp et x4, Ya,xpB, yp réels.
On a A et B de coordonnées (z.4,ya) et (vp,yp) Or AB? = (x5 —x4)? + (y5 — ya)>.
2p—2A=2B+iyp — (xa+iys) =xp+iyp — x4 —iya = — x4 +i(yB — ya).

25 — za| = /(25 —24)* + (yp — ya)? = AB.

Exemple :
A d’affixe 2 — 3i et B d’affixe —1 + 2i.
L’affixe du vecteur AB est zp — 24 = —1 +2i — (2 — 3i) = —3 + 5i. Donc AB = /(—3)? + 52 = /34.

Propriété : Module et conjugué.

z X 7 = |z|%.

Preuve :

z = a+ib avec a et b réels.

z X Z = a2 + b2. Par ailleurs |z| = Va2 + b2 donc |z|? = a® + b%;
Donc z x z = |z|?.
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Propriétés : Module et opérations.

z, z1 et zo sont des nombres complexes.

1. |Zl X 22| = |Zl| X |22|.
1 1
- =—. 0).
T (2 #0)

SO I S
Z9 |22|

4. 2" = |2 (n € N).

Preuve du 1) :

’21 XZQ’ 21 XZQ)XZl X 29 =21 X 21 XZQX,?Q:’Zl‘QX ’2’2‘2:

Donc |z x 22| = |z1| X |22].
Preuve du2”

L

1
|z

W I =
N | =
X | X
| =

—_

_W.

Donc |-
z
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2 Le module en géométrie

Rappels :
1. A est un point donné et r un réel positif donné.
L’ensemble des points M du plan tels que AM = r est le cercle de centre A et de rayon r.

2. A et B deux points donnés.
L’ensemble des points M du plan tels que AM = M B est la médiatrice du segment [AB].

Ensemble de points avec nombres complexes.

1. M est un point du plan d’affixe z et A un point d’affixe z4 et r un réel positif.

On a l'équivalence : AM =r = |z — za| = 7.

Exemple :

Quel est 'ensemble des points M d’affixe z tels que |z — 1+ 2i| =47

Solution :

Soit A le point d’affixe 1 —2¢; On sait que |z — 1+ 2i| = |z — (1 — 2i)| = M A. Le probléme posé s’écrit alors :
MA=4.

Le lieu des points M est alors le cercle de centre A et de rayon 4.

2. M est un point du plan d’affixe z et A un point d’affixe z4 et B un point d’affixe zp et (D) la médiatrice
du segment [AB].

On a l’équivalence : M € (D) = |z — za| = |z — zB|.

Exemple :

Quel est ’ensemble des points M d’affixe z tels que & —_1-1 ' =17

Solution :

On sait que Z: :|’z__i_1’| onc Zz—i—i =1 = |!z—_i-1]|:1 = |z —1] =]z +1|.

Soit A le point d’affixe 1 et B le point d’affixe —i.
|z — 1| = |z + 1 — MA= MB.

L’ensemble des points M du plan est donc la médiatrice du segment [AB].
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3 Argument d’un nombre complexe non nul.

Définition d’'un argument.

z est un nombre complexe non nul et M est le point image associé a z. Le plan complexe est muni du repére
orthonormal direct (O, o, 7). N

On appelle argument de z, un nombre complexe non nul , une mesure de I'angle orienté (7, OM). Cette

mesure est exprimé en général en radians.

Le repére du plan complexe est (O, @, 7).
M est d’affixe 1+ 4. On a donc (@,0M) = —.

)

N

Le nombre complexe 1 + ¢ a pour argument 1 mais

“M(Z> .97 —Tr ) .
. ‘ aussi — - ou encore —— et une infinité d’autres argu-

S

> T , ,
ol w - , ‘ ments de la forme 1 + k x 27 o k est un entier relatif.

On peut écrire arg(z) = % [27].

Comment calculer un argument.
z est un nombre complexe non nul tel que z = a + ib avec a et b réels.
On note # un des arguments de z. On calcule :

L. |z| = Va2 +b?

cos() = a _ Relz)
2 i)
sin(f) = — =
G
Exemple :
Déterminer un argument de z = —2 — 2iV/3.
Solution :

L f2l = /(-2 + (-2v3)? = VAT 12 = 4,

R -2 1
cos(f) = e(z) = = = =
9 |z 4 2
' ) Im(z) —2V/3 V3
sin(f) = = - _ V2
|z 4 2
Avec l'aide du cercle trigonométrique ci-contre et
27
les valeurs remarquables, on a : 0 = —5

2
Donc un argument de z est -5

Exercice :
Déterminer un argument de z = V3 —i.
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Propriétés d’un argument.

1. ze R} = arg(z) =0 [27].
2. zeRX = arg(z) =m [27].
3. z est imaginaire pur = arg(z) = g [27] ou arg(z) = —g [27]
4. arg(z) = —arg(z) [27].
|21] = |22
5. 21 = 29 <= et

arg(z1) = arg(z2) [27].

Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe.

Tout nombre complexe non nul, z, peut s’écrire sous la forme z = r(cos(f) + isin(f)) ou r est le module de z
et f est un argument de z.

On peut écrire aussi z sous la forme z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

Exemple :

1 3
L. Si z = 2(cos(§) +isin(F)) alors z = 2(5 + Z%) donc z = 1 +iy/3 qui est I'écriture algébrique d’un nombre

complexe.
1 V2
cos(f) = — = —
©) V2 2
2. Réciproquement : Si z = 1 — i alors |z| = /12 + (—=1)2 = /2 puis et Avec le cercle
-1 =2
sin(f) = — = ——.
©) V2 2
i
trigonométrique et les valeurs remarquables, on déduit 6 = 1
Donc z = \/i(cos(—%) + isin(—%)).
Justification de cette écriture trigonométrique
R I
Avec les deux relations cos(6) = (z) et sin(f) = T’n(‘z) on peut remplacer |z| par r et avec le produit en
z

croix, on obtient : Re(z) = r x cos(#) et Im(z) = r x sin(f) et donc on a

z = r(cos(f) +isin(f)) = r x cos(f) + ¢ x r x sin() = Re(z) +ilm(z) = a + ib avec a et b réels, ce qui est
I’écriture algébrique d’un nombre complexe.

Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique
Déterminer la forme trigonométrique de z = V3 +i.

Passage de la forme trigonométrique a la forme algébrique

Déterminer la forme algebrique de z = 3(008(%) + isin(%).
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4 Arguments et opérations

Propriété fondamentale.
Pour tout nombre complexe non nul, z; et 29, on a  arg(z; X z3) = arg(z1) + arg(z2) [27].

Démonstration :

z1 = ri(cos(6y) + isin(61)) et zo = ra(cos(fz) + isin(fs)).

2129 = 1r1(cos(01) +isin(f1)) x ro(cos(fz) + isin(s))

2129 = rira(cos(6y) + isin(61))(cos(02) + isin(6s))

2129 = 1r172(cos(01) cos(2) — sin(fy) sin(f2) + i(cos(0;) sin(2) + sin(hy)cos(62))

2129 = rira(cos(fy + 02) + i(sin(f; + 62)). Ceci est la forme trigonométrique du nombre complexe z 2.
Donc 7179 = |2z122| et arg(z122) = 01 + 02 = arg(z1) + arg(zs).

La démonstration utilise le résultat de la trigonométrie :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

Propriétés déduites

1 arg< >:_arg 2l

( > = arg(z) —arg(z)  [27).

2. arg
. arg (2") = n arg(z) [2r]  pour tout n dans N.

preuves :

1
1. On pose z; = z et zo = —. On obtient d’une part :
z

arg <z % %) — arg(1) = 0[2n]

et d’autre part :

A )

1
En utilisant la propriété fondamentale on a : arg <—> +arg(z) =0 [27] ; ce qui donne le résultat énoncé.
z

1
2. On utilise la propriété fondamentale avec les deux nombres complexes z; et —.
22

1 1 1
arg <z—;> = arg <z1 X g> = argz| + arg (Z) = argz; — arg(zq) ; car arg (z_2> = —arg(z2).

3. On peut la démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence.
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5 Argument et géométrie

>

Angle orienté (u; AB)

R 4

(U; AB) = arg(zp — 24) [27].

<l

Angle orienté (A—B) ; A—C))

2C — ZA
ZB — ZA

(fTé; E) = arg <

)

[27].

preuve :

<l

D’aprés la relation de Chasles

(AB; AC) = (AB; @)+ (#; AC),

(AB; AC) = —(u; AB) + (0 AC)

(AB; AC) = arg(z¢ — z4) — arg(zp — z4)
( ) T4

ZB — RA

Propriété : droites paralléles

2D — Z2C
B — RA

D — 2C
B — RA

(AB) [| (CD) =

réel .

arg (

> vaut 0 ou 7 [27]

est un

Propriété : droites perpendiculaires

2D — &C
ZB — RA

D — 2C
B — RA

(AB)L(CD)

)

0 ™
<~ arg < vaut 3 ou — —

2
imaginaire pur .

est un

Application géométrique

1. Soient z4 =3+1 2zg=5+5i z20=-3-+1

2. Soient 24 =2+i 23=3—14 zc=-3+1 zp=1+3i.Montrer que (AB)L(CD).

3. On consideére les points A, B et C d’affixes respectives :
2 =—2i, z3=-V3+1i et zc =V3+1i.

(a) Calculer les distances AB et AC.
(b) Déterminer une mesure de 'angle orienté (fTé, E)

(c) En déduire la nature du triangle ABC.
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6 Ecriture exponentielle d’un nombre complexe non nul

Définition : Ecriture exponentielle

On note cos(f) +isin(d) =e® et  r(cos(d) +isin(f)) = re'?.
Tout nombre complexe z, non nul, peut s’écrire sous la forme re’
Cette écriture s’appelle I’écriture exponentielle de z.

O avec r > 0.

Exemple : Le nombre complexe z = i peut s’écrire sous les trois formes :
1. Décriture algébrique : z = 1.
. . . T ..
2. Décriture trigonométrique : z = COS(E) + ZSID(§).
T

i
3. Décriture exponentielle : z = e 2.

Remarque :
K
i
Le nombre complexe z = —2e 4 peut s’écrire sous les trois formes :
2 2
1. Décriture algébrique : z = —2(COS(%) +isin(%) = —2(% + zg) = —v/2 —iv2 donc z = —V2 — /2.

2. Décriture trigonométrique : |z| = \/(—\/5)2 + (—=/2)2 = 2; donc
_ Re(z)  —V2

() = N
o %] 2 om om om
et On déduit que § = —. Donc z = 2(cos(—-) + isin(—)).
4 4 4
) Im(z) —v2
sin(f) = B =—

o

11— 5w
3. Décriture exponentielle : 2 = 2e 4 car le module de z est 2 et un de ces arguments est —.

Dans cet exemple, I’écriture donnée au départ, n’est pas 1’écriture trigonométrique d’un nombre complexe car
celle-ci doit étre de la forme r(cos(f) + isin(6)) avec r > 0.

Propriétés : Ecriture exponentielle

1. 7€ X roei2 = py x 1y x i01162)

01
9. 1€ _ TLii(01-62)
roct2
1 1 .
3. _ = Ze7W,
re? r

4. (re®)" =" x e (neN).

Applications de la forme exponentielle d’'un nombre complexe

1. Calcul de (1 —4)'2:
Déterminer la forme exponentielle de 1 — 4. En déduire la forme exponentielle de (1 — i)'2.
Conclure.

2. Soint z; = V2 + V/2i et z; = v/3 + i. Déterminer la forme exponentielle de z; et zo.

z
En déduire la forme exponentielle de Sty
22

Conclure sur la valeur exacte de cos(ll) et de sin(%).

3. Résoudre dans C I'équation : 23 = 1.
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